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LA CORRESPONDANCE DE LANGLANDS LOCALE
p-ADIQUE POUR GL2(Qp)
Expose´ no 1017 du Se´minaire Bourbaki
par
Laurent Berger
Re´sume´. — La correspondance de Langlands locale p-adique pour GL2(Qp) est une bi-
jection entre certaines repre´sentations de dimension 2 de Gal(Q
p
/Qp) et certaines repre´sen-
tations de GL2(Qp). Cette bijection peut en fait eˆtre construite en utilisant la the´orie des
(ϕ,Γ)-modules et des re´sultats d’analyse p-adique. On de´duit alors des proprie´te´s de cette
construction quelques applications inte´ressantes en arithme´tique.
Abstract (The p-adic local Langlands correspondence for GL2(Qp))
The p-adic local Langlands correspondence for GL2(Qp) is a bijection between some
2-dimensional representations of Gal(Q
p
/Qp) and some representations of GL2(Qp). This
bijection can in fact be constructed using the theory of (ϕ,Γ)-modules and some results of
p-adic analysis. One then deduces from the properties of this construction some interesting
arithmetical applications.
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Introduction
La correspondance de Langlands locale p-adique pour GL2(Qp) est une bijection entre
certaines repre´sentations de dimension 2 de Gal(Qp/Qp) et certaines repre´sentations de
GL2(Qp). Ces repre´sentations sont a` coefficients soit dans une extension finie de Fp (cor-
respondance en caracte´ristique p), soit dans une extension finie de Qp (correspondance
p-adique).
Dans le cas de la correspondance en caracte´ristique p, on peut faire une liste des objets
du coˆte´ Gal(Qp/Qp) ainsi que du coˆte´ GL2(Qp) et cela permet de de´finir une bijection
nume´rique dont la construction est donne´e dans le §1. Dans le cas de la correspondance
p-adique, on commence par expliquer comment faire le tri dans les repre´sentations de
Gal(Qp/Qp) (the´orie de Fontaine) et dans celles de GL2(Qp) (repre´sentations ≪ admis-
sibles ≫ au sens de Schneider et Teitelbaum). Ensuite, on donne les premiers exemples
de correspondance construits par Breuil, ce qui est l’objet du §2. C’est en e´tudiant ces
exemples que Colmez a compris comment construire de manie`re fonctorielle cette corres-
pondance, graˆce a` la the´orie des (ϕ,Γ)-modules. Cette construction est donne´e dans le
§3 pour les repre´sentations ≪ triangulines ≫. Le §4 contient la construction ge´ne´rale, ainsi
que quelques proprie´te´s de cette correspondance
1. la compatibilite´ a` la re´duction modulo p,
2. le lien avec la correspondance de Langlands locale ≪ classique ≫.
Dans le §5, nous donnons quelques applications de la correspondance, dont
1. le calcul de la re´duction modulo p des repre´sentations cristallines,
2. la de´monstration de (nombreux cas de) la conjecture de Fontaine-Mazur.
Ce texte ne dit pas grand chose sur la motivation de ces constructions. Outre la compa-
tibilite´ avec la correspondance de Langlands locale classique, une proprie´te´ tre`s impor-
tante de la correspondance p-adique est sa re´alisation dans la cohomologie comple´te´e des
tours de courbes modulaires (travaux en cours de re´daction). Enfin, l’extension de ces
constructions a` d’autres groupes que GL2(Qp) est particulie`rement de´licate et fait l’objet
de nombreux travaux en cours dont il serait pre´mature´ de parler (voir [Bre10]).
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Notations. — Dans tout ce texte, E de´signe une extension finie de Qp dont on note
OE l’anneau des entiers, mE l’ide´al maximal de OE et kE son corps re´siduel. Les corps E
et kE sont les corps des coefficients des repre´sentations que l’on conside`re.
La the´orie du corps de classes local fournit une application Q×p → Gal(Qp/Qp)
ab dont
l’image est dense et que l’on normalise en de´cidant que l’image de p est le frobenius
ge´ome´trique. Cette application nous permet de conside´rer les caracte`res de Q×p a` valeurs
dans E× ou k×E comme des caracte`res de Gal(Qp/Qp)
ab. On note µλ le caracte`re de Q
×
p
qui est non-ramifie´ (c’est-a`-dire trivial sur Z×p ) et qui envoie p sur λ et on note |·| le
caracte`re x 7→ p−valp(x) ou` valp(p) = 1.
1. Repre´sentations en caracte´ristique p
Dans cette section, nous donnons la classification des repre´sentations de Gal(Qp/Qp)
et de GL2(Qp) en caracte´ristique p, afin de de´finir la correspondance dans ce cas.
1.1. Repre´sentations de Gal(Qp/Qp). — Soit Q
nr
p l’extension maximale non-ramifie´e
de Qp de telle sorte que Gal(Qp/Q
nr
p ) est le sous-groupe d’inertie IQp de Gal(Qp/Qp). Si
n > 1 et d = pn − 1, alors Qnrp (p
1/d) est une extension mode´re´ment ramifie´e de Qnrp et
l’application g 7→ g(p1/d)/(p1/d) de´finit par re´duction modulo p un caracte`re ωn : IQp →
F×pn (c’est le caracte`re ≪ de niveau n ≫ θpn−1 du §1.7 de [Ser72]). Par exemple, ω1 est la
restriction a` IQp de ω, la re´duction modulo p du caracte`re cyclotomique.
Si h ∈ Z, alors il existe une unique repre´sentation semi-simple note´e ind(ωhn), de
de´terminant ωh et de restriction a` IQp isomorphe a` ω
h
n ⊕ ω
ph
n ⊕ · · · ⊕ ω
pn−1h
n . La
repre´sentation ind(ωhn) est alors Fp-line´aire. Si χ : Gal(Qp/Qp) → k
×
E est un caracte`re,
alors on note ρ(r, χ) la repre´sentation ind(ωr+12 ) ⊗ χ qui est absolument irre´ductible si
r ∈ {0, . . . , p− 1}.
The´ore`me 1.1.1. — Toute repre´sentation kE-line´aire absolument irre´ductible de
dimension 2 de Gal(Qp/Qp) est isomorphe a` ρ(r, χ) pour un r ∈ {0, . . . , p− 1}.
Toute repre´sentation kE-line´aire semi-simple de dimension 2 de Gal(Qp/Qp) est donc
isomorphe (apre`s extension e´ventuelle des scalaires) a` ρ(r, χ) ou bien a` ωrµλ ⊕ ω
sµν .
1.2. Repre´sentations de GL2(Qp). — Nous donnons a` pre´sent la classification des
repre´sentations kE-line´aires lisses (c’est-a`-dire localement constantes) et absolument
irre´ductibles de GL2(Qp) qui admettent un caracte`re central. On identifie le centre de
GL2(Qp) a` Q
×
p . Si r > 0, alors Sym
rk2E est une repre´sentation de GL2(Fp) qui fournit
par inflation une repre´sentation de GL2(Zp), et on l’e´tend a` GL2(Zp)Q
×
p en faisant agir
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p par l’identite´. La repre´sentation
ind
GL2(Qp)
GL2(Zp)Q
×
p
Symrk2E
est l’ensemble des fonctions f : GL2(Qp) → Sym
rk2E qui sont localement constantes,
a` support compact modulo GL2(Zp)Q
×
p et telles que f(kg) = Sym
r(k)f(g) si
k ∈ GL2(Zp)Q
×
p et g ∈ GL2(Qp). Cet espace est muni de l’action de GL2(Qp) donne´e
par (gf)(h) = f(hg). L’alge`bre de Hecke
EndkE [GL2(Qp)]
(
ind
GL2(Qp)
GL2(Zp)Q
×
p
Symrk2E
)
se calcule a` partir de la de´composition de GL2(Zp)Q
×
p \GL2(Qp)/GL2(Zp)Q
×
p et on peut
montrer qu’elle est isomorphe a` kE[T ], ou` T correspond a` la double classe GL2(Zp)Q
×
p ·(
p 0
0 1
)
·GL2(Zp).
Si χ : Q×p → k
×
E est un caracte`re lisse et si λ ∈ kE, alors on pose
π(r, λ, χ) =
ind
GL2(Qp)
GL2(Zp)Q
×
p
Symrk2E
T − λ
⊗ (χ ◦ det).
C’est une repre´sentation lisse de GL2(Qp), de caracte`re central ω
rχ2.
The´ore`me 1.2.1. — Si r ∈ {0, . . . , p− 1} et si (r, λ) /∈ {(0,±1), (p− 1,±1)}, alors la
repre´sentation π(r, λ, χ) est irre´ductible.
Si λ = ±1, alors on a deux suites exactes :
0→ Sp⊗ (χµλ ◦ det)→ π(0, λ, χ)→ χµλ ◦ det→ 0,
0→ χµλ ◦ det→ π(p− 1, λ, χ)→ Sp⊗ (χµλ ◦ det)→ 0,
ou` la repre´sentation Sp (la spe´ciale) ainsi de´finie est irre´ductible.
Ce the´ore`me est la re´union des re´sultats de [BL95] et [BL94] qui traitent le cas
λ 6= 0 et des re´sultats de [Bre03a] qui traite le cas λ = 0 (les repre´sentations dites
supersingulie`res).
The´ore`me 1.2.2. — Les repre´sentations kE-line´aires lisses absolument irre´ductibles de
GL2(Qp) admettant un caracte`re central sont les suivantes :
1. χ ◦ det ;
2. Sp⊗ (χ ◦ det) ;
3. π(r, λ, χ) ou` r ∈ {0, . . . , p− 1} et (r, λ) /∈ {(0,±1), (p− 1,±1)}.
Ce the´ore`me est de´montre´ dans [BL95], [BL94] et [Bre03a]. On constate alors que
toutes les repre´sentations lisses irre´ductibles de GL2(Qp) admettant un caracte`re central
sont admissibles, c’est-a`-dire que si K est un sous-groupe ouvert compact de GL2(Qp),
alors l’espace des vecteurs fixes par K est de dimension finie.
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Il existe une autre manie`re de construire des repre´sentations lisses de GL2(Qp), en
utilisant l’induction parabolique. On note B2(Qp) l’ensemble des matrices triangulaires
supe´rieures de GL2(Qp). Si δ1 et δ2 sont deux caracte`res lisses de Q
×
p , alors on note δ1⊗δ2
le caracte`re de B2(Qp) de´fini par ( a b0 d ) 7→ δ1(a)δ2(d). La repre´sentation
B(δ1, δ2) = ind
GL2(Qp)
B2(Qp)
(δ1 ⊗ ω
−1δ2)
est l’ensemble des fonctions f : GL2(Qp)→ kE localement constantes et telles que f(bg) =
(δ1 ⊗ ω
−1δ2)(b)f(g) si b ∈ B2(Zp) et g ∈ GL2(Qp). Cet espace est muni de l’action de
GL2(Qp) donne´e par (gf)(h) = f(hg). On n’obtient pas de nouvelles repre´sentations,
comme le pre´cise le re´sultat suivant.
The´ore`me 1.2.3. — Si λ ∈ k×E et r ∈ {0, . . . , p − 1}, alors les semi-simplifie´es des
repre´sentations B(χµ1/λ ⊗ χω
r+1µλ) et π(r, λ, χ) sont isomorphes.
Ces isomorphismes sont de´montre´s dans [BL95] et [BL94].
Notons que la repre´sentation B(1, ω) se re´alise (via l’identification entre P1(Qp) et
GL2(Qp)/B2(Qp)) comme l’espace C
0(P1(Qp), kE) des fonctions localement constantes
sur P1(Qp), muni de l’action naturelle de GL2(Qp). On trouve donc par le the´ore`me 1.2.1
que la spe´ciale s’identifie a` Sp ≃ C0(P1(Qp), kE)/{constantes}.
1.3. La correspondance semi-simple modulo p. — Toute repre´sentation kE-
line´aire semi-simple de dimension 2 de Gal(Qp/Qp) est (apre`s extension e´ventuelle des
scalaires), soit absolument irre´ductible et donc de la forme ρ(r, χ) par le the´ore`me 1.1.1,
soit une somme de deux caracte`res et de la forme (ωr+1µλ ⊕ µ1/λ) ⊗ χ avec λ ∈ k
×
E et
r ∈ {0, . . . , p− 2}.
La correspondance entre repre´sentations kE-line´aires semi-simples de dimension 2 de
Gal(Qp/Qp) et repre´sentations kE-line´aires semi-simples lisses de GL2(Qp), est de´finie
par Breuil dans [Bre03a] comme suit
ρ(r, χ)↔ π(r, 0, χ),
(ωr+1µλ ⊕ µ1/λ)⊗ χ↔ π(r, λ, χ)
ss ⊕ π([p− 3− r], 1/λ, ωr+1χ)ss,
ou` [p− 3− r] est le repre´sentant de p− 3− r mod p− 1 dans {0, . . . , p− 2} et ≪ ss ≫ veut
dire semi-simplifie´e. Du coˆte´ GL2(Qp), les objets peuvent eˆtre de longueur 1, 2, 3 ou 4.
The´ore`me 1.3.1. — La correspondance ci-dessus est bien de´finie.
Il s’agit de ve´rifier que des parame`tres (r, λ, χ) diffe´rents qui donnent des repre´sentations
isomorphes d’un coˆte´ donnent des repre´sentations isomorphes de l’autre coˆte´. On sait
par exemple que les seuls entrelacements entre les ρ(r, χ) sont
ρ(r, χ) = ρ(r, χµ−1) = ρ(p− 1− r, χω
r) = ρ(p− 1− r, χωrµ−1),
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et que de meˆme les seuls entrelacements entre les π(r, 0, χ) sont
π(r, 0, χ) = π(r, 0, χµ−1) = π(p− 1− r, 0, χω
r) = π(p− 1− r, 0, χωrµ−1).
La correspondance ci-dessus a e´te´ de´finie par Breuil, en se fondant sur les calculs de
re´duction modulo p rappele´s au §2.3. En e´tant plus soigneux, on peut aussi de´finir une
correspondance sans semi-simplifier.
2. Repre´sentations en caracte´ristique 0
Dans cette section, nous rappelons la the´orie de Fontaine pour les repre´sentations p-
adiques de Gal(Qp/Qp), et la the´orie de Schneider et Teitelbaum pour les repre´sentations
de GL2(Qp). Ensuite, nous donnons les premiers exemples de la correspondance p-adique.
2.1. The´orie de Hodge p-adique. — Il est facile de faire la liste des repre´sentations
kE-line´aires de dimension 2 de Gal(Qp/Qp), mais l’e´tude des repre´sentations E-line´aires
de ce groupe est plus complique´e car il y en a beaucoup. De manie`re plus pre´cise, si l’on se
donne une repre´sentation kE-line´aireW de dimension 2 de Gal(Qp/Qp), alors les re´sultats
de [Maz89] montrent que l’ensemble des repre´sentations E-line´aires V qui admettent un
OE-re´seau T stable par Gal(Qp/Qp) avec T/mET = W est en ge´ne´ral l’ensemble des
OE-points d’un espace rigide de dimension 5.
L’objet de la the´orie de Hodge p-adique est de faire le tri dans ces repre´sentations,
et de de´crire aussi explicitement que possible celles qui proviennent de la ge´ome´trie
arithme´tique. Pour cela, Fontaine a introduit dans [Fon94a] un certain nombre d’an-
neaux Bcris ⊂ Bst ⊂ BdR qui sont des Qp-alge`bres topologiques munies d’une ac-
tion de Gal(Qp/Qp). L’anneau BdR est muni d’une filtration et l’anneau Bst est muni
d’un frobenius ϕ et d’un ope´rateur de monodromie N tels que N ◦ ϕ = pϕ ◦ N ; en-
fin, on a Bcris = B
N=0
st . Si V est une repre´sentation E-line´aire de Gal(Qp/Qp) et si
∗ ∈ {cris, st, dR}, alors on pose D∗(V ) = (B∗ ⊗Qp V )
GK . On peut montrer que D∗(V )
est un E-espace vectoriel de dimension 6 dimE(V ) et on dit que V est cristalline ou
semi-stable ou de de Rham si l’on a e´galite´ pour ∗ e´gal a` cris ou st ou dR.
Le E-espace vectoriel DdR(V ) est alors muni d’une filtration par des sous-espaces E-
line´aires, l’espace Dst(V ) ⊂ DdR(V ) est un (ϕ,N)-module filtre´ et Dcris(V ) = Dst(V )
N=0.
Si D est un (ϕ,N)-module filtre´, alors on de´finit tN (D) comme e´tant la valuation p-adique
de ϕ sur det(D) et tH(D) comme e´tant l’unique entier h tel que Fil
h(det(D)) = det(D)
et Filh+1(det(D)) = {0}. On dit que D est admissible si tH(D) = tN (D) et si tH(D
′) 6
tN(D
′) pour tout sous-objet D′ de D.
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The´ore`me 2.1.1. — Si V est une repre´sentation semi-stable de Gal(Qp/Qp), alors
Dst(V ) est un (ϕ,N)-module filtre´ admissible et le foncteur V 7→ Dst(V ) donne une
e´quivalence de cate´gories de la cate´gorie des repre´sentations semi-stables vers la cate´gorie
des (ϕ,N)-modules filtre´s admissibles.
Le fait que Dst(V ) est admissible et que le foncteur V 7→ Dst(V ) est pleinement
fide`le est de´montre´ dans [Fon94c]. Le fait que tout module admissible provient d’une
repre´sentation semi-stable est le re´sultat principal de [CF00]. L’inte´reˆt de ce the´ore`me
est que pour se donner une repre´sentation semi-stable, il suffit de se donner un (ϕ,N)-
module filtre´ admissible, qui est un objet tout a` fait explicite.
2.2. Repre´sentations admissibles de GL2(Qp). — Les repre´sentations de GL2(Qp)
qui nous inte´ressent sont les GL2(Qp)-banach unitaires, c’est-a`-dire les espaces de Banach
B munis d’une action continue de GL2(Qp) et dont la topologie est de´finie par une norme
‖·‖ telle que ‖g(v)‖ = ‖v‖ quels que soient g ∈ GL2(Qp) et v ∈ B.
Si B est un tel objet, alors OB = {b ∈ B tels que ‖b‖ 6 1} est stable par GL2(Qp) et
donc B = OB/mEOB est une repre´sentation kE-line´aire lisse de GL2(Qp). On dit comme
dans [ST02] qu’un GL2(Qp)-banach unitaire B est admissible si B est admissible au sens
usuel, c’est-a`-dire que si K est un sous-groupe ouvert compact de GL2(Qp), alors B
K
est
de dimension finie. Si B est de longueur finie, alors la semi-simplifie´e de B ne de´pend
pas du choix de la norme par le principe de Brauer-Nesbitt, et on l’appelle par abus de
langage la re´duction modulo mE de B.
Si l’on prend par exemple B = C0(P1(Qp), E), alors B est un GL2(Qp)-banach unitaire
admissible. L’espace B contient de manie`re e´vidente les constantes et la Steinberg est
par de´finition St = C0(P1(Qp), E)/{constantes}. C’est une repre´sentation irre´ductible
admissible de GL2(Qp), dont la re´duction modulo mE est la spe´ciale Sp.
Si B est un GL2(Qp)-banach unitaire et si v ∈ B, alors on a une fonction GL2(Qp)→ B
donne´e par g 7→ g(v) et on dit que v est localement analytique si g 7→ g(v) l’est. On dit
de meˆme que v est localement alge´brique si g 7→ g(v) est localement un polynoˆme en a,
b, c, d et (ad − bc)−1 ou` g = ( a bc d ), et que v est localement constante (c’est-a`-dire lisse)
si g 7→ g(v) l’est. On note Ban, Balg et Blisse les sous-espaces vectoriels correspondants de
B. En ge´ne´ral, on peut tre`s bien avoir Balg = {0} et Blisse = {0}, mais on a le re´sultat
suivant qui est de´montre´ dans [ST03].
The´ore`me 2.2.1. — Si B est un GL2(Qp)-banach unitaire admissible, alors B
an est un
sous-espace dense dans B.
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Ce re´sultat est a` comparer avec le the´ore`me correspondant de Vigne´ras dans [Vig10],
concernant les repre´sentations ℓ-adiques de groupes p-adiques avec ℓ 6= p. Dans ce cas,
les vecteurs lisses forment de´ja` un sous-espace dense.
2.3. Premiers exemples. — Avant d’expliquer au §3 la construction ge´ne´rale de la
correspondance de Langlands p-adique pour GL2(Qp), nous donnons ici les premiers
exemples historiques, construits par Breuil dans [Bre03b] et [Bre04].
Commenc¸ons par le cas cristallin. On se donne un entier k > 2 et un nombre ap ∈ mE .
On associe a` ces donne´es le ϕ-module filtre´ Dk,ap = Ee1 ⊕Ee2 ou`
Mat(ϕ) =
(
0 −1
pk−1 ap
)
et FiliDk,ap =


Dk,ap si i 6 0,
Ee1 si 1 6 i 6 k − 1,
{0} si i > k.
Ce ϕ-module filtre´ est admissible, et il existe donc une repre´sentation cristalline Vk,ap
telle que Dcris(V
∗
k,ap
) = Dk,ap. Si χ : Gal(Qp/Qp) → O
×
E est un caracte`re, alors on note
Vk,ap,χ = Vk,ap ⊗ χ.
The´ore`me 2.3.1. — Toute repre´sentation cristalline absolument irre´ductible de
dimension 2 de Gal(Qp/Qp) est de la forme Vk,ap,χ avec k > 2, ap ∈ mE et
χ : Gal(Qp/Qp)→ O
×
E un caracte`re cristallin. De plus, les seuls isomorphismes entre ces
repre´sentations sont donne´s par Vk,ap,χ = Vk,−ap,χµ−1.
Si k > 2, soit Symk−20 E
2 la repre´sentation Symk−2E2 de GL2(Zp), e´tendue a` GL2(Zp)Q
×
p
en envoyant p sur l’identite´. On pose alors
Πk,ap,χ =
ind
GL2(Qp)
GL2(Zp)Q
×
p
Symk−20 E
2
T − ap
⊗ (χ ◦ det),
ou` T est un ope´rateur de Hecke de´fini comme en 1.2. Cette repre´sentation est alors
localement alge´brique, irre´ductible si ap 6= ±(p
k/2 + pk/2−1), et peut se re´aliser comme le
produit tensoriel d’une repre´sentation alge´brique par une repre´sentation lisse
Πk,ap,χ = Sym
k−2E2 ⊗ ind
GL2(Qp)
B2(Qp)
(µλ1 ⊗ µpλ−1
2
)⊗ (χ ◦ det),
ou` λ1 et λ2 sont les racines de X
2− apX + p
k−1 = 0. Enfin, les seuls isomorphismes entre
ces repre´sentations sont donne´s par Πk,ap,χ = Πk,−ap,χµ−1 .
The´ore`me 2.3.2. — La repre´sentation Πk,ap,χ admet un re´seau de type fini stable sous
GL2(Qp), et son comple´te´ pour ce re´seau est un GL2(Qp)-banach unitaire admissible et
topologiquement irre´ductible.
Notons que deux re´seaux de type fini sont commensurables et donnent donc des
comple´te´s isomorphes. Le comple´te´ de Πk,ap,χ est topologiquement irre´ductible y compris
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quand Πk,ap,χ est re´ductible (ce qui se produit pour ap = ±(p
k/2 + pk/2−1)). Le the´ore`me
2.3.2 avait e´te´ conjecture´ par Breuil, et de´montre´ pour k 6 2p dans le §3.3 de [Bre03b].
La de´monstration consistait a` trouver explicitement un re´seau et a` calculer sa re´duction
modulo mE . Une de´monstration ge´ne´rale est donne´e dans [BB10] (le cas ap = ±2p
(k−1)/2
pose un proble`me particulier, voir [Pasˇ09]).
The´ore`me 2.3.3. — La semi-simplifie´e V k,ap,χ de la re´duction modulo mE de Vk,ap,χ
correspond (via la correspondance du §1.3) a` la semi-simplifie´e Πk,ap,χ de la re´duction
modulo mE de Πk,ap,χ.
Ce re´sulat suivait des calculs de Breuil dans tous les cas ou` V k,ap,χ e´tait connu a` l’e´poque
(soit par la the´orie de Fontaine-Laffaille de [FL82], soit par des calculs informatiques
explicites d’exemples comme dans [SS02]), et renforc¸ait l’ide´e que les Πk,ap,χ e´taient
les bons objets. Le the´ore`me 2.3.3 a e´te´ de´montre´ en toute ge´ne´ralite´ dans [Ber10] en
s’appuyant sur les constructions de [BB10] rappele´es en 3.3.
Breuil a par ailleurs donne´ dans [Bre04] une construction similaire pour des repre´sen-
tations semi-stables non cristallines. Si k > 2 et L ∈ E, soit Dk,L le (ϕ,N)-module filtre´
Dk,L = Ee1 ⊕Ee2 avec Mat(N) = ( 0 01 0 ) et
Mat(ϕ) =
(
pk/2 0
0 pk/2−1
)
et FiliDk,L =


Dk,L si i 6 0,
E(e1 + Le2) si 1 6 i 6 k − 1,
{0} si i > k.
Ce (ϕ,N)-module filtre´ est admissible et il existe donc une repre´sentation semi-stable
Vk,L telle que Dst(V
∗
k,L) = Dk,L.
Soit logL le logarithme p-adique normalise´ par logL(p) = L etW (L) la E-repre´sentation
de dimension 2 de B2(Qp) donne´e par(
a b
0 d
)
7→
(
1 logL(a/d)
0 1
)
,
ce qui fait que W (L) est une extension non-scinde´e de E par E. Si δk : B2(Qp)→ E
× est
le caracte`re qui a` ( a b0 d ) associe |ad|
(k−2)/2dk−2, alors on pose W (k,L) = W (L)⊗ δk et on
a une suite exacte
0→ ind
GL2(Qp)
B2(Qp)
δk → ind
GL2(Qp)
B2(Qp)
W (k,L)
s
−→ ind
GL2(Qp)
B2(Qp)
δk → 0.
Par ailleurs, on peut montrer que la repre´sentation Symk−2E2⊗ |det|(k−2)/2 est une sous-
repre´sentation de ind
GL2(Qp)
B2(Qp)
δk et on de´finit
Σ(k,L) =
s−1(Symk−2E2 ⊗ |det|(k−2)/2)
Symk−2E2 ⊗ |det|(k−2)/2
.
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Les analogues des the´ore`mes 2.3.2 et 2.3.3 sont alors vrais : la repre´sentation Σ(k,L)
admet un re´seau stable sous GL2(Qp), et le comple´te´ B(k,L) de Σ(k,L) est un GL2(Qp)-
banach unitaire admissible topologiquement irre´ductible. De plus, la semi-simplifie´e de
la re´duction de Vk,L modulo mE correspond a` la semi-simplifie´e de celle de B(k,L) via la
correspondance du §1.3 (voir [BM10] pour des cas particuliers, qui ont eux aussi renforce´
l’ide´e que les B(k,L) e´taient les bons objets ; ce re´sultat est de´montre´ en toute ge´ne´ralite´
dans [Ber10] en s’appuyant cette fois sur les constructions de [Col10b] rappele´es en 3.3).
3. La se´rie principale unitaire
Dans cette section, nous rappelons la the´orie des (ϕ,Γ)-modules de Fontaine, puis nous
expliquons son application a` la construction de mode`les de la restriction a` B2(Qp) des
repre´sentations de GL2(Qp) associe´es aux repre´sentations p-adiques ≪ triangulines ≫.
3.1. Les (ϕ,Γ)-modules. — La the´orie des (ϕ,Γ)-modules de Fontaine, introduite
dans [Fon90], permet de de´crire toutes les repre´sentations p-adiques de Gal(Qp/Qp) au
moyen de modules sur des anneaux de se´ries munis de certains ope´rateurs.
Soit E † le corps des se´ries f(X) =
∑
n∈Z anX
n ou` an ∈ E, la suite {an}n∈Z est borne´e et
il existe ρ(f) < 1 tel que f(X) converge sur ρ(f) 6 |X| < 1. Cet anneau peut eˆtre muni
de deux topologies : d’une part la topologie p-adique (la norme de Gauss), et d’autre
part la topologie LF consistant a` mettre sur chaque E †,ρ (les f(X) qui convergent sur
ρ 6 |X| < 1) la topologie de Fre´chet de la convergence uniforme sur les couronnes du
type ρ 6 |X| 6 σ pour σ < 1.
Le comple´te´ de E † pour la topologie p-adique est le corps local E des se´ries f(X) =∑
n∈Z anX
n ou` an ∈ E, la suite {an}n∈Z est borne´e et a−n → 0 quand n→ +∞. On note
O†E et OE les anneaux des entiers de E
† et de E pour la norme de Gauss.
Le comple´te´ de E † pour la topologie LF est l’anneau de Robba R des se´ries f(X) =∑
n∈Z anX
n ou` an ∈ E et il existe ρ(f) < 1 tel que f(X) converge sur ρ(f) 6 |X| < 1.
Soit Γ un groupe isomorphe a` Z×p , dont on note [a] l’e´le´ment correspondant a`
a ∈ Z×p . Tous les anneaux ci-dessus sont munis d’un frobenius ϕ de´fini par ϕ(f)(X) =
f((1 +X)p − 1) et d’une action de Γ donne´e par ([a]f)(X) = f((1 +X)a − 1).
De´finition 3.1.1. — Si A est l’un des anneaux E † ou E ou R, alors un (ϕ,Γ)-module
sur A est un A-module libre de rang fini d, muni d’un frobenius semi-line´aire ϕ tel que
Mat(ϕ) ∈ GLd(A) et d’une action semi-line´aire et continue de Γ qui commute a` ϕ.
On dit qu’un (ϕ,Γ)-module sur A est e´tale s’il en existe une base dans laquelle Mat(ϕ) ∈
GLd(O
†
E) (si A est E
† ou R) ou dans laquelle Mat(ϕ) ∈ GLd(OE) (si A = E).
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Si D† est un (ϕ,Γ)-module sur E †, alors D = E ⊗E† D
† est un (ϕ,Γ)-module sur E et
Drig = R ⊗E† D
† est un (ϕ,Γ)-module sur R. De plus, si D† est e´tale, alors D et Drig le
sont aussi.
The´ore`me 3.1.2. — Les foncteurs D† 7→ D et D† 7→ Drig sont des e´quivalences
de cate´gories, de la cate´gorie des (ϕ,Γ)-modules e´tales sur E †, vers la cate´gorie des
(ϕ,Γ)-modules e´tales sur E et sur R.
Le fait que D† 7→ D est une e´quivalence de cate´gories (la ≪ surconvergence ≫ des
(ϕ,Γ)-modules sur E) est le re´sultat principal de [CC98]. Le fait que D† 7→ Drig est une
e´quivalence de cate´gories est de´montre´ dans [Ked04].
Il existe un anneau Enr de´fini par exemple dans [Fon90] (c’est le comple´te´ de
l’extension maximale non-ramifie´e de E), qui est muni d’un frobenius ϕ et d’une action
de Gal(Qp/Qp) et qui contient E , ce qui fait que si D est un (ϕ,Γ)-module sur E , alors
V (D) = (Enr⊗E D)
ϕ=1 est un E-espace vectoriel, muni de l’action de Gal(Qp/Qp) donne´e
par g(x⊗ d) = g(x)⊗ [χcycl(g)](d).
The´ore`me 3.1.3. — Si D est un (ϕ,Γ)-module e´tale de dimension d sur E , alors
V (D) est une repre´sentation E-line´aire de dimension d de Gal(Qp/Qp) et le foncteur
qui en re´sulte, de la cate´gorie des (ϕ,Γ)-modules e´tales sur E vers la cate´gorie des
repre´sentations E-line´aires de Gal(Qp/Qp), est une e´quivalence de cate´gories.
Afin de faire le lien entre les (ϕ,Γ)-modules et les repre´sentations de GL2(Qp), il faut
construire un certain ope´rateur note´ ψ. Si A est l’un des anneaux E † ou E ou R, alors A
est un ϕ(A)-module libre de rang p engendre´ par {(1 +X)i}06i6p−1. Si f ∈ A, on peut
donc e´crire f =
∑p−1
i=0 ϕ(fi)(1 +X)
i et on pose ψ(f) = f0. Si D est un (ϕ,Γ)-module sur
A, alors il en existe une base de la forme {ϕ(ei)}16i6d et si y ∈ D, on peut donc e´crire
y =
∑d
i=1 yiϕ(ei) et on pose ψ(y) =
∑d
i=1 ψ(yi)ei.
Proposition 3.1.4. — L’ope´rateur ψ ainsi de´fini ne de´pend pas des choix, commute a`
l’action de Γ, et ve´rifie ψ(ϕ(f)y)) = fψ(y) et ψ(fϕ(y)) = ψ(f)y si f ∈ A.
Le point de de´part de la construction de la correspondance de Langlands p-adique pour
GL2(Qp) en utilisant les (ϕ,Γ)-modules est le suivant. Si D est un (ϕ,Γ)-module sur E et
si δ : Q×p → E
× est un caracte`re continu, notons D⊠δQp l’ensemble des suites {x
(n)}n∈Z
d’e´le´ments de D telles que ψ(x(n+1)) = x(n) pour tout n. On munit D⊠δ Qp d’une action
de B2(Qp) en de´cidant que si x ∈ D⊠δ Qp, alors
1. g(x)(n) = δ(a) · x(n) si g = ( a 00 a ) avec a ∈ Q
×
p ;
2. g(x)(n) = [a](x(n)) si g = ( a 00 1 ) avec a ∈ Z
×
p ;
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3. g(x)(n) = x(n+k) si g =
(
pk 0
0 1
)
avec k ∈ Z ;
4. g(x)(n) = (1 +X)cp
n
· x(n) si g = ( 1 c0 1 ) et cp
n ∈ Zp.
Cette de´finition est donne´e dans [Col10d]. L’ide´e est alors d’e´tendre cette action de
B2(Qp) a` une action de GL2(Qp). Cette strate´gie marche particulie`rement bien pour les
repre´sentations ≪ triangulines ≫ de dimension 2, que nous e´tudions dans le §3.3.
3.2. Pentes des ϕ-modules sur l’anneau de Robba. — Un ingre´dient important
de la construction de la ≪ se´rie principale unitaire ≫ du §3.3 est la the´orie des pentes de
frobenius pour les ϕ-modules sur R, the´orie due a` Kedlaya et de´veloppe´e dans [Ked04].
On dit qu’un ϕ-module sur R est pur de pente a/h s’il en existe une base dans laquelle
Mat(p−aϕh) ∈ GLd(O
†
E) (par exemple, eˆtre e´tale est e´quivalent a` eˆtre pur de pente nulle).
Un module pur d’une certaine pente est dit isocline. Le re´sultat principal de la the´orie
des pentes est le the´ore`me 6.10 de [Ked04].
The´ore`me 3.2.1. — Si D est un ϕ-module sur R, alors il admet une unique filtration
{0} = D0 ⊂ D1 ⊂ · · · ⊂ Dℓ = D par des sous-ϕ-modules sature´s, ve´rifiant
1. pour tout i > 1, le module Di/Di−1 est isocline ;
2. si si est la pente de Di/Di−1, alors s1 < s2 < · · · < sℓ.
Comme la filtration est unique, si D est en plus un (ϕ,Γ)-module, alors les Di sont eux
aussi des (ϕ,Γ)-modules.
Un point de´licat mais crucial de la the´orie des pentes est qu’un ϕ-module sur R qui
est pur de pente s n’admet pas de sous-objet de pente < s par le the´ore`me 3.2.1, mais
peut tre`s bien admettre des sous-objets sature´s de pente > s.
3.3. La se´rie principale unitaire. — Si V est une repre´sentation p-adique, alors en
combinant les the´ore`mes 3.1.3 et 3.1.2, on peut lui associer le (ϕ,Γ)-module e´tale Drig(V )
sur R, qui est un objet de la cate´gorie de tous les (ϕ,Γ)-modules sur R.
De´finition 3.3.1. — On dit qu’une repre´sentation p-adique V est trianguline si Drig(V )
est une extension successive de (ϕ,Γ)-modules de rang 1 sur R.
En utilisant les re´sultats de [Ber02] qui font le lien entre la the´orie de Hodge p-adique
et la the´orie des (ϕ,Γ)-modules, on peut montrer le re´sultat suivant.
The´ore`me 3.3.2. — Les repre´sentations semi-stables sont triangulines.
Si δ : Q×p → E
× est un caracte`re continu, alors w(δ) = logp δ(u)/ logp u ne de´pend pas
de u ∈ 1 + pZp et est appele´ le poids de δ. La pente de δ est u(δ) = valp(δ(p)).
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On de´finit R(δ) comme e´tant le (ϕ,Γ)-module de rang 1 engendre´ par eδ avec
ϕ(eδ) = δ(p)eδ et [a](eδ) = δ(a)eδ. La pente de R(δ) au sens du §3.2 est alors bien u(δ).
The´ore`me 3.3.3. — Tout (ϕ,Γ)-module de rang 1 sur R est isomorphe a` R(δ) pour
un caracte`re δ : Q×p → E
×.
Si V est une repre´sentation trianguline de dimension 2, alors Drig(V ) est une extension
de deux (ϕ,Γ)-modules de rang 1 et on a donc une suite exacte
0→ R(δ1)→ Drig(V )→R(δ2)→ 0.
Le fait que Drig(V ) est e´tale force les relations u(δ1) + u(δ2) = 0 et (a` cause du the´ore`me
3.2.1) u(δ1) > 0. Si u(δ1) = u(δ2) = 0, alors R(δ1) et R(δ2) sont e´tales et V elle-meˆme
est extension de deux repre´sentations.
The´ore`me 3.3.4. — Si δ1 et δ2 : Q
×
p → E
× sont deux caracte`res continus, alors
Ext1(R(δ2),R(δ1)) est un E-espace vectoriel de dimension 1, sauf si δ1δ
−1
2 est de la forme
x−i avec i > 0, ou de la forme |x|xi avec i > 1 ; dans ces deux cas, Ext1(R(δ2),R(δ1))
est de dimension 2.
Ce the´ore`me est de´montre´ dans [Col08]. On note alors S l’espace S = {(δ1, δ2,L)} ou`
L = ∞ si δ1δ
−1
2 n’est pas de la forme x
−i avec i > 0, ni de la forme |x|xi avec i > 1, et
L ∈ P1(E) sinon. Une version constructive du the´ore`me 3.3.4 ci-dessus permet d’associer
a` tout s ∈ S une extension non-triviale Drig(s) de R(δ2) par R(δ1), et re´ciproquement.
Si s ∈ S, alors on pose w(s) = w(δ1)−w(δ2). On de´finit S∗ comme l’ensemble des s ∈ S
tels que u(δ1) + u(δ2) = 0 et u(δ1) > 0 et on pose alors u(s) = u(δ1) si s ∈ S∗. On de´finit
les ensembles ≪ cristallins ≫, ≪ semi-stables ≫ et ≪ non-ge´ome´triques ≫ de parame`tres.
1. Scris∗ = {s ∈ S∗ tels que w(s) > 1 et u(s) < w(s) et L =∞} ;
2. Sst∗ = {s ∈ S∗ tels que w(s) > 1 et u(s) < w(s) et L 6=∞} ;
3. Sng∗ = {s ∈ S∗ tels que w(s) n’est pas un entier > 1} ;
4. Sirr = S
cris
∗ ⊔ S
st
∗ ⊔ S
ng
∗ .
The´ore`me 3.3.5. — Si s ∈ Sirr, alors Drig(s) est e´tale et irre´ductible. Si V (s) est la
repre´sentation trianguline associe´e, alors V (s) = V (s′) si et seulement si s ∈ Scris∗ et
s′ = (xw(s)δ2, x
−w(s)δ1,∞).
Toutes les repre´sentations triangulines absolument irre´ductibles s’obtiennent ainsi
(quitte a` e´tendre les scalaires) et V (s) devient cristalline (ou semi-stable) sur une
extension abe´lienne de Qp apre`s torsion e´ventuelle par un caracte`re si s ∈ S
cris
∗ (ou si
s ∈ Sst∗ ), tandis qu’elle n’est pas de de Rham si s ∈ S
ng
∗ . Un ingre´dient important de
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la de´monstration du the´ore`me 3.3.5 donne´e dans [Col08] est la the´orie des pentes des
ϕ-modules sur R rappele´e au §3.2.
Nous expliquons a` pre´sent la construction des repre´sentations Π(s) de GL2(Qp) as-
socie´es a` s ∈ Sirr. On note logL le logarithme normalise´ par logL(p) = L (si L = ∞, on
pose log∞ = valp) et si s ∈ S, on note δs le caracte`re (x|x|)
−1δ1δ
−1
2 . Si s ∈ Sirr alors on
ne peut avoir L 6= ∞ que si δs est de la forme x
i avec i > 0. On peut de´finir la notion
de fonction de classe Cu pour u ∈ R>0 (voir [Col10a]), ge´ne´ralisant le cas u ∈ Z>0. On
note B(s) l’ensemble des fonctions f : Qp → E qui sont de classe C
u(s) et telles que
x 7→ δs(x)f(1/x) se prolonge en 0 en une fonction de classe C
u(s). L’espace B(s) est alors
muni d’une action de GL2(Qp) donne´e par la formule suivante[(
a b
c d
)
· f
]
(y) = (x|x|δ−11 )(ad− bc) · δs(cy + d) · f
(
ay + b
cy + d
)
.
L’espace M(s) est de´fini par
1. si δs n’est pas de la forme x
i avec i > 0, alors M(s) est l’espace engendre´ par 1 et
par les y 7→ δs(y − a) avec a ∈ Qp ;
2. si δs est de la forme x
i avec i > 0, alorsM(s) est l’intersection de B(s) et de l’espace
engendre´ par y 7→ δs(y − a) et y 7→ δs(y − a) logL(y − a) avec a ∈ Qp.
On pose enfin Π(s) = B(s)/M̂(s) ou` M̂(s) est l’adhe´rence de M(s) dans B(s).
The´ore`me 3.3.6. — Si V (s) = Vk,ap,χ, alors on a un morphisme GL2(Qp)-e´quivariant
Πk,ap,χ → Π(s) dont l’image est dense, et si V (s) = Vk,L, alors on a un morphisme
GL2(Qp)-e´quivariant Σ(k,L)→ Π(s) dont l’image est dense.
Ce the´ore`me n’exclut pas a priori que Π(s) soit nul. On a cependant le re´sultat suivant,
qui implique alors le the´ore`me 2.3.2 et son analogue semi-stable. On note δ le caracte`re
(x|x|)−1δ1δ2.
The´ore`me 3.3.7. — Si s ∈ Sirr, alors on a un isomorphisme de repre´sentations de
B2(Qp) entre Π(s)
∗ ⊗ δ et l’ensemble des suites borne´es de D(V (s))⊠δ Qp.
Ce the´ore`me avait tout d’abord e´te´ montre´ par Colmez pour s ∈ Sst∗ puis par Breuil et
moi-meˆme pour s ∈ Scris∗ et enfin par Colmez pour s ∈ S
ng
∗ (voir [BB10] et [Col10b]).
Si s ∈ Scris∗ et s
′ = (xw(s)δ2, x
−w(s)δ1,∞), alors Π(s) = Π(s
′) et on a donc deux manie`res
de construire cet espace. L’entrelacement entre Π(s) et Π(s′) peut alors s’interpre´ter en
termes de la filtration sur Dcris(V (s)).
Corollaire 3.3.8. — Le GL2(Qp)-banach unitaire Π(s) est non-nul, topologiquement
irre´ductible et admissible.
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Le the´ore`me 3.3.7 implique que Π(s) est non-nul car si y ∈ D(V (s))ψ=1, alors la suite
constante de terme y appartient a` D(V (s))⊠δQp et on peut montrer que D
ψ=1 6= 0 pour
tout (ϕ,Γ)-module e´tale D. Les deux autres proprie´te´s se de´duisent de meˆme de la the´orie
des (ϕ,Γ)-modules.
Remarque 3.3.9. — On peut montrer que si D est un (ϕ,Γ)-module e´tale, alors il
existe un OE [[X ]]-module ≪ petit ≫ D
♯ ⊂ D tel que, si x ∈ D⊠δ Qp est une suite borne´e,
alors x(n) ∈ D♯ pour tout n. Si D = E , alors on peut prendre D♯ = X−1OE [[X ]][1/p].
4. La correspondance pour GL2(Qp)
Cette section contient la construction ge´ne´rale de la correspondance, ainsi que plusieurs
de ses proprie´te´s.
4.1. Les foncteurs de Colmez. — Inspire´ par ses constructions rappele´es au §3.3,
Colmez a construit dans [Col10c] deux foncteurs D(·) et Π(·). Le foncteur D(·) associe a`
un GL2(Qp)-banach unitaire admissible Π un (ϕ,Γ)-module e´taleD(Π) sur E . Le foncteur
Π(·) associe a` un (ϕ,Γ)-module e´tale D absolument irre´ductible et de dimension 2 sur E
un GL2(Qp)-banach unitaire absolument irre´ductible et admissible Π(D).
Construction de Π 7→ D(Π) : si Π est un GL2(Qp)-banach unitaire admissible, alors on
de´finit un certain sous-espace W de Π stable sous l’action du mono¨ıde P =
(
Zp\{0} Zp
0 1
)
ce qui fait que si DW est le dual de W , alors DW est une repre´sentation de P . On peut
donc munir DW d’une structure de OE [[X ]]-module par (1 + X)
z · v = ( 1 z0 1 ) v, d’une
action de Γ par [a](v) = ( a 00 1 ) v et d’un frobenius ϕ par ϕ(v) =
(
p 0
0 1
)
v. On pose alors
D(Π) = E ⊗OE [[X]] DW et on ve´rifie que D(Π) est un (ϕ,Γ)-module e´tale sur E .
Construction de D 7→ Π(D) : si D est un (ϕ,Γ)-module e´tale sur E et si δ est un
caracte`re, alors D ⊠δ Qp est l’espace dont on a rappele´ la de´finition a` la fin de 3.1.
Colmez a ge´ne´ralise´ cette construction en de´finissant un faisceau U 7→ D⊠δ U , avec des
applications ResU : D⊠δ V → D⊠δU si U ⊂ V sont des ouverts de Qp. On a par exemple
D⊠δZp = D et ResZp est l’application x = {x
(n)}n∈Z 7→ x
(0). On a aussi D⊠δZ
×
p = D
ψ=0,
l’application ResZ×p : D⊠δ Zp → D⊠δ Z
×
p e´tant donne´e par 1−ϕψ. Colmez a alors de´fini
par une formule explicite assez complique´e une application wδ : D ⊠δ Z
×
p → D ⊠δ Z
×
p
qui correspond moralement a` l’application x 7→ 1/x de Z×p → Z
×
p . Cette application lui
permet de de´finir D⊠δ P
1 comme l’ensemble des (x1, x2) avec x1, x2 ∈ D⊠δ Zp ve´rifiant
ResZ×p (x1) = wδ(ResZ×p (x2)). On dispose alors d’une application ResQp : D ⊠δ P
1 →
D⊠δ Qp et l’action de B2(Qp) sur D⊠δ Qp s’e´tend assez naturellement en une action de
GL2(Qp) sur D⊠δ P
1 (on a par exemple ( 0 11 0 ) (x1, x2) = (x2, x1)).
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Ces constructions marchent quelle que soit la dimension de D, mais D⊠δ P
1 n’est pas
le genre d’objet que l’on cherche a` construire (il est trop gros). Notons (D ⊠δ P
1)bor le
sous-module des x ∈ D⊠δ P
1 tels que ResQp(x) est une suite borne´e de D⊠δ Qp.
The´ore`me 4.1.1. — Si D est un (ϕ,Γ)-module e´tale absolument irre´ductible et de di-
mension 2 sur E et si δ est le caracte`re (x|x|)−1 det(D) alors
1. (D⊠δ P
1)bor est stable sous l’action de GL2(Qp) ;
2. si Π(D) = D⊠δ P
1/(D⊠δ P
1)bor, alors (D⊠δ P
1)bor est isomorphe a` Π(D)∗ ⊗ δ ;
3. on a un isomorphisme D(Π(D)) = D⊗ δ−1.
Si D n’est pas de dimension 2, alors (D⊠δP
1)bor n’est en ge´ne´ral pas stable par GL2(Qp)
et le the´ore`me est donc spe´cifique a` la dimension 2. De plus, la de´monstration du (1) est
assez de´tourne´e, puisqu’elle est fonde´e sur le fait que le (1) est vrai pour les repre´sentations
triangulines par le the´ore`me 3.3.7, et que comme les repre´sentations triangulines forment
un sous-ensemble Zariski-dense de toutes les repre´sentations p-adiques, le re´sultat s’e´tend
par continuite´ (me´thode sugge´re´e par Kisin).
En utilisant l’e´quivalence de cate´gories entre repre´sentations p-adiques et (ϕ,Γ)-
modules e´tales, on peut donc associer a` toute repre´sentation E-line´aire absolument
irre´ductible de dimension 2 de Gal(Qp/Qp) un GL2(Qp)-banach unitaire absolument
irre´ductible et admissible Π(V ). Le re´sultat suivant de [Pasˇ10] (valable si p > 5) nous
dit quels GL2(Qp)-banach on obtient de cette manie`re.
The´ore`me 4.1.2. — Un GL2(Qp)-banach unitaire absolument irre´ductible et admis-
sible Π est de la forme Π(V ) avec V absolument irre´ductible de dimension 2 si et seule-
ment si Π n’est pas un sous-quotient d’une induite d’un caracte`re unitaire de B2(Qp).
Corollaire 4.1.3. — La correspondance de Langlands p-adique pour GL2(Qp) donne
une bijection entre les deux ensembles suivants de E-repre´sentations
1. les repre´sentations absolument irre´ductibles de dimension 2 de Gal(Qp/Qp)
2. les GL2(Qp)-banach unitaires absolument irre´ductibles et admissibles qui ne sont pas
un sous-quotient d’une induite d’un caracte`re unitaire de B2(Qp).
Le re´sultat principal de [Kis10] nous dit par ailleurs que la plupart des repre´sentations
E-line´aires re´ductibles de dimension 2 de Gal(Qp/Qp) sont dans l’image du foncteur
D(·) compose´ avec l’e´quivalence de Fontaine (l’ide´e est la` aussi de se ramener au cas des
triangulines par un argument de continuite´). On peut alors e´tendre la correspondance
aux repre´sentations re´ductibles de dimension 2 de Gal(Qp/Qp).
LA CORRESPONDANCE DE LANGLANDS LOCALE p-ADIQUE POUR GL2(Qp) 17
4.2. Proprie´te´s de la correspondance. — La correspondance de Langlands p-
adique pour GL2(Qp) jouit d’un certain nombre de proprie´te´s, qui ont d’ailleurs guide´ sa
construction.
Tout d’abord, elle est compatible a` la correspondance en caracte´ristique p du §1.3,
par re´duction modulo mE . En effet, dans [Ber10] il est de´montre´ que si Π(W ) est la
repre´sentation de GL2(Qp) associe´e a` une repre´sentation kE-line´aire W de Gal(Qp/Qp)
par la correspondance du §1.3, alors la restriction a` B2(Qp) de Π(W )
∗ ⊗ δ est isomorphe
a` l’ensemble des suites borne´es de D(W ) ⊠δ Qp apre`s semi-simplification. En re´duisant
modulo mE l’isomorphisme entre Π(D)
∗⊗δ et (D⊠δP
1)bor du the´ore`me 4.1.1, on obtient
le re´sultat suivant.
The´ore`me 4.2.1. — Si V est une repre´sentation E-line´aire absolument irre´ductible de
dimension 2 de Gal(Qp/Qp), alors V correspond a` Π(V ) par la correspondance du §1.3.
Ensuite, la correspondance permet de retrouver la correspondance de Langlands locale
≪ classique ≫ de´montre´e par Harris et Taylor dans [HT01] et par Henniart dans [Hen00]
(mais construite bien avant par Tunnell dans [Tun78] pour GL2(Qp)). Cette correspon-
dance est une bijection entre des repre´sentations du groupe de Weil-Deligne de Qp et
des repre´sentations lisses admissibles de GL2(Qp). Si D est une repre´sentation de Weil-
Deligne de Qp, on note Lisse(D) la repre´sentation de GL2(Qp) associe´e. Si D est de plus
munie d’une filtration de poids a < b, alors on note Alg(D) la repre´sentation alge´brique
Symb−a−1E2 ⊗ deta. Si V est une repre´sentation de Gal(Qp/Qp) qui est potentiellement
semi-stable, alors une ge´ne´ralisation des constructions du §2.1 permet de lui associer
un (ϕ,N,GQp)-module filtre´ Dpst(V ) et donc comme dans [Fon94b] une repre´sentation
de Weil-Deligne et un module filtre´. On note Lisse(V ) et Alg(V ) les repre´sentations de
GL2(Qp) que l’on en de´duit. Rappelons que si Π est un GL2(Qp)-banach unitaire, alors
Πalg a e´te´ de´fini au §2.2.
The´ore`me 4.2.2. — Si V est une repre´sentation E-line´aire absolument irre´ductible de
dimension 2 de Gal(Qp/Qp), alors Π(V )
alg 6= {0} si et seulement si V est potentiellement
semi-stable a` poids distincts a < b. Dans ce cas, on a Π(V )alg = Alg(V )⊗ Lisse(V ).
Ce the´ore`me est montre´ dans [Col10c] (en utilisant les re´sultats de [Eme10] si V n’est
pas trianguline) et nous rame`ne aux premiers exemples de la correspondance puisque
les espaces Πk,ap,χ du §2.3 pouvaient aussi eˆtre de´finis (si ap 6= ±(p
k/2 + pk/2−1)) par
Πk,ap,χ = Alg(Vk,ap,χ)⊗ Lisse(Vk,ap,χ).
Le the´ore`me 2.2.1 montre que Π(D)an est dense dans Π(D) et le re´sultat suivant, lui
aussi montre´ dans [Col10c], indique comment retrouverΠ(D)an en termes de la de´finition
de Π(D) donne´e au (2) du the´ore`me 4.1.1.
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The´ore`me 4.2.3. — Si D est un (ϕ,Γ)-module e´tale sur E , absolument irre´ductible et
de dimension 2, alors Π(D)an est l’image de D†⊠δP
1 dans Π(D) = D⊠δP
1/(D⊠δP
1)bor.
Si V est une repre´sentation E-line´aire absolument irre´ductible de dimension 2 de
Gal(Qp/Qp) qui devient cristalline sur une extension abe´lienne de Qp, alors Breuil avait
conjecture´ dans [BB10] une description explicite de Π(V )an (comme deux induites para-
boliques localement analytiques, amalgame´es au-dessus d’une sous-repre´sentation locale-
ment alge´brique commune). Cette conjecture est de´montre´e dans [Liu09].
5. Applications
Nous donnons ici quelques applications de la correspondance et des proprie´te´s de com-
patibilite´ qu’elle ve´rifie.
5.1. Repre´sentations triangulines. — Un sous-produit de la construction de la cor-
respondance, et en particulier de la se´rie principale unitaire, a e´te´ de de´gager la notion
de repre´sentation p-adique trianguline de Gal(Qp/Qp). Comme on l’a dit au §3.3, les
repre´sentations semi-stables sont triangulines, mais il en existe beaucoup d’autres. On a
par exemple le re´sultat suivant de [Kis03] (pour les formes modulaires p-adiques et les
repre´sentations qui leur sont associe´es, voir le rapport [Eme09] d’Emerton).
The´ore`me 5.1.1. — Les repre´sentations associe´es aux formes modulaires paraboliques
surconvergentes de pente finie sont triangulines.
Tout comme la the´orie de Hodge p-adique est un outil indispensable pour l’e´tude des
formes modulaires, la the´orie des repre´sentations triangulines est au cœur de l’e´tude des
formes modulaires et automorphes p-adiques ; c’est par exemple le the`me de [BC09] et
des nombreux travaux qui s’en inspirent.
5.2. Re´duction des repre´sentations cristallines. — Soient k > 2 et ap ∈ mE
et Vk,ap la repre´sentation de´finie au §2.1. Si on en choisit un OE-re´seau stable par
Gal(Qp/Qp), que l’on re´duit ce re´seau modulo mE et qu’on semi-simplifie cette re´duction,
on obtient une repre´sentation kE-line´aire semi-simple V k,ap qui ne de´pend pas du choix du
re´seau par le principe de Brauer-Nesbitt. La question se pose alors de de´terminer V k,ap.
Si k 6 p, alors la re´ponse est donne´e par la the´orie de Fontaine-Laffaille (voir [FL82])
et on trouve que V k,ap = ind(ω
k−1
2 ). En utilisant la the´orie des modules de Wach (une
spe´cialisation de la the´orie des (ϕ,Γ)-modules dans le cas cristallin), on peut calculer V k,ap
pour k = p + 1 et pour k > p + 2 si valp(ap) > ⌊(k − 2)/(p + 1)⌋ (voir [BLZ04]
pour ces calculs, et [Vie10] pour des ame´liorations ponctuelles de la borne sur valp(ap)).
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Hors du disque valp(ap) > ⌊(k − 2)/(p + 1)⌋, on n’a pas de formule ge´ne´rale et les
calculs informatiques de [SS02], e´tendus ensuite par Buzzard, montrent que la situation
se complique quand k augmente. En particulier, V k,ap de´pend de ap d’une manie`re de
plus en plus complique´e.
Le the´ore`me 4.2.1 montre que V k,ap est de´termine´e par Πk,ap, ce qui permet de calculer
V k,ap dans les cas ou` on peut calculer Πk,ap. C’est ce qu’a fait Breuil pour k 6 2p dans
[Bre03b] (et pour k = 2p + 1 dans un travail non publie´) et qu’ont fait Buzzard et Gee
dans [BG09] pour 0 < valp(ap) < 1. Le the´ore`me suivant rassemble les re´sultats que l’on
connaˆıt pour l’instant (mars 2010).
The´ore`me 5.2.1. — La repre´sentation V k,ap est connue dans les cas suivants
1. Si 2 6 k 6 p+ 1, alors V k,ap = ind(ω
k−1
2 ).
2. Pour k = p + 2
(a) si 1 > valp(ap) > 0, alors V k,ap = ind(ω
2
2)
(b) si valp(ap) > 1, et si λ
2 − ap/p · λ+ 1 = 0, alors V k,ap = ωµλ ⊕ ωµλ−1.
3. Pour 2p > k > p+ 3
(a) si 1 > valp(ap) > 0, alors V k,ap = ind(ω
k−p
2 )
(b) si valp(ap) = 1, et si λ = ap/p · (k − 1), alors V k,ap = ω
k−2µλ ⊕ ωµλ−1
(c) si valp(ap) > 1, alors V k,ap = ind(ω
k−1
2 ).
4. Pour k = 2p+ 1 (et p 6= 2)
(a) si valp(a
2
p + p) < 3/2, alors V k,ap = ind(ω
2
2)
(b) si valp(a
2
p+p) > 3/2, alors V k,ap = ωµλ⊕ωµλ−1 ou` λ
2−(a2p + p)/(2pap)·λ+1 =
0.
5. Pour k > 2p+ 2, les re´sultats ne sont que partiels
(a) si valp(ap) > ⌊(k − 2)/(p − 1)⌋, alors V k,ap = ind(ω
k−1
2 ) (qui est re´ductible si
p+ 1 divise k − 1)
(b) si 0 < valp(ap) < 1 et t repre´sente k − 1 mod p− 1 dans {1, . . . , p− 1}, alors
(i) V k,ap = ind(ω
t
2) si p− 1 ne divise pas k − 3
(ii) V k,ap ∈ {ind(ω
t
2), ωµλ ⊕ ωµλ−1} pour un certain λ si p− 1 divise k − 3.
On ne dispose pas pour l’instant de formule ge´ne´rale, meˆme conjecturale, pour V k,ap.
Mentionnons tout de meˆme la conjecture suivante de Buzzard (pour p 6= 2).
Conjecture 5.2.2. — Si k est pair et si V k,ap est re´ductible, alors valp(ap) est un entier.
Le proble`me analogue dans le cas semi-stable du calcul des V k,L se pose et le the´ore`me
4.2.1 s’applique la` aussi.
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5.3. Conjecture de Fontaine-Mazur. — Si f =
∑
n>1 anq
n est une forme modulaire
parabolique propre de poids k, de niveau N et de caracte`re ε, et si E = Qp({an}n>1),
alors graˆce a` [Del69] on sait qu’il existe une repre´sentation E-line´aire Vf de dimension
2 de Gal(Q/Q) telle que Vf est non-ramifie´e en tout ℓ ∤ pN et telle que, pour ces ℓ, on a
det(X − Frℓ) = X
2 − aℓX + ε(ℓ)ℓ
k−1.
On sait par ailleurs que la restriction de Vf a` Gal(Qp/Qp) est potentiellement semi-
stable et Fontaine et Mazur ont formule´ dans [FM95] la conjecture suivante.
Conjecture 5.3.1. — Si V est une repre´sentation E-line´aire irre´ductible de dimension
2 de Gal(Q/Q) qui est non-ramifie´e en presque tout ℓ 6= p, et dont la restriction a`
Gal(Qp/Qp) est potentiellement semi-stable a` poids de Hodge-Tate distincts, alors il existe
une forme modulaire parabolique propre telle que V est la tordue de Vf par un caracte`re.
Notons V la re´duction modulo mE de V .
The´ore`me 5.3.2. — La conjecture de Fontaine-Mazur est vraie, si l’on suppose que V
satisfait certaines hypothe`ses techniques.
Ce the´ore`me a e´te´ de´montre´ inde´pendamment par Kisin (voir [Kis09]) et par Emerton
(voir [Eme10]). Les ≪ hypothe`ses techniques ≫ de Kisin sont les suivantes.
1. p 6= 2 et V est impaire,
2. V |Gal(Q/Q(ζp)) est absolument irre´ductible,
3. V |Gal(Qp/Qp) n’est pas de la forme
( ωχ ∗
0 χ
)
.
Les ≪ hypothe`ses techniques ≫ d’Emerton sont (1) et (2) et
3’. V |Gal(Qp/Qp) n’est pas de la forme
( χ ∗
0 ωχ
)
ni de la forme
( χ ∗
0 χ
)
.
La me´thode d’Emerton donne alors un re´sultat supple´mentaire : si on suppose que
V |Gal(Qp/Qp) est trianguline (au lieu de potentiellement semi-stable), alors V provient
d’une forme modulaire parabolique surconvergente de pente finie.
L’outil le plus puissant dont on dispose pour l’instant afin de de´montrer la modularite´
de certaines repre´sentations galoisiennes est l’e´tude de leurs espaces de de´formations.
C’est cette me´thode qui a permis a` Wiles de de´montrer dans [Wil95] la modularite´ des
courbes elliptiques semi-stables.
Dans leur article [BM02], Breuil et Me´zard ont propose´ une conjecture reliant certains
anneaux parame´trant les de´formations potentiellement semi-stables d’une repre´sentation
V , et certaines repre´sentations de GL2(Zp). Plus pre´cise´ment, pour un certain type
de parame`tres (k, τ, V ) de de´formations, ils de´finissent une multiplicite´ galoisienne
µGal(k, τ, V ) et une multiplicite´ automorphe µAut(k, τ, V ). La multiplicite´ galoisienne
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mesure la ≪ taille ≫ de l’anneau des de´formations de type (k, τ, V ), tandis que la multi-
plicite´ automorphe de´pend de V et de la re´duction modulo p de certaines repre´sentations
de GL2(Zp) associe´es a` k et τ par la correspondance locale de Langlands ≪ classique ≫.
La conjecture de Breuil-Me´zard est alors que µGal(k, τ, V ) = µAut(k, τ, V ).
Le foncteur de Colmez V 7→ Π(V ) e´tant de´fini de manie`re assez naturelle, il s’e´tend
aux familles et de´finit par suite un foncteur de l’espace des de´formations de V vers
l’espace des de´formations de Π(V ) (c’est d’ailleurs cet argument qui est utilise´ par Kisin
dans [Kis10]). Cette construction, ainsi que le the´ore`me 4.2.2 concernant les vecteurs
localement alge´briques, permettent a` Kisin de faire le lien entre multiplicite´ galoisienne
et multiplicite´ automorphe, et par suite de de´montrer la conjecture de Breuil-Me´zard.
Ceci lui donne des renseignements pre´cis sur les anneaux de de´formations de V qui lui
permettent alors d’appliquer les techniques de modularite´ et de de´montrer la conjecture
de Fontaine-Mazur.
Remarquons pour terminer que la conjecture de Breuil-Me´zard e´tait inspire´e des cal-
culs de [BCDT01] dont le principal re´sultat e´tait la modularite´ de toutes les courbes
elliptiques de´finies sur Q et c’est la re´daction de [BM02] qui a contribue´ a` donner a`
Breuil l’ide´e de la construction de la correspondance de Langlands p-adique. La boucle
est donc boucle´e, puisque cette correspondance de Langlands p-adique pour GL2(Qp)
permet a` pre´sent de de´montrer une vaste ge´ne´ralisation du re´sultat de [BCDT01].
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